GUIA DE ESTUDIO DEL EXAMEN DE MEDIA CARRERA
ALGEBRA LINEAL

Ejercicio 1. Sea V' un espacio vectorial y Wi, Wy dos subespacios vectoriales
de V', entonces:

a) Wiy N Wy es un sub-espacio vectorial de V.

b) Wi UWsy es un sub-espacio vectorial de V.

c) WinNWy y Wy UWsy son sub-espacios vectoriales de V.

d) WinNWy y Wy UWs no son sub-espacios vectoriales de V.

Solucion. Consideremos la interseccion de subespecies vectoriales. Necesita-
mos verificar que 0 € WiNWs v que au+v € WiNW,. Ya que Wy v Wy son
sub espacios vectoriales, el elementos 0 pertenece a W, N Wy y Wi NW, # ().
Ahora, sea u,v € W7 N Wy y un escalar o € K. Por hipdtesis se conoce que
W17 es subespacio vectorial y u, v € Wy, entonces se cumple que au+v € Wj.
Similar resultado se tiene para W5. Por tanto, podemos afirmar que Wy NW,
es un subespacio vectorial.

Por otro lado, podemos tomar Wy = {(z,y,2) 1y = 2z} y Wo = {(z,y, 2) :
x =y — z} dos subespacios vectoriales. Siu = (1,2,2) e Wy yov=(1,2,1) €
Wy y calculamos u + v = (2,4, 3), se puede verificar que no pertenece a Wj o
a Ws. Por tanto, podemos concluir que W;UW5 no es un subespecie vectorial
y la respuesta correcta para el presente problema es el literal a). O

Ejercicio 2. Sea V' un espacio vectorial y Wy, Wy dos sub-espacios vectoriales

de V. St Wy C W, entonces:

a) Wi N Wy es un subespacio vectorial y Wi U Wy no es un subespacio
vectorial.

b) Wi U Wy es un subespacio vectorial y Wi 0 Wy no es un subespacio
vectorial.

c) WinNWy y Wy UWsy son subespacios vectoriales.
d) WinNWy y Wiy UWy no son subespacios vectoriales.

Solucion. Tomando como referencia el ejercicio anterior, se conoce que la
interseccion de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial. Por otro
lado, se conoce que W; C W5 y se tiene que Wy = W UWs. Esto implica que
tanto la unién como la interseccion de subespacios es un subespecie vectorial,
concluyendo que la respuesta correcta es la opcién c). O
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Ejercicio 3. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, {W1, ..., Wy}
subespacios vectoriales con bases {By,..., By yV =W1& ... W. sCudl
de las siguientes afirmaciones es falsa?.

o) dim(V) = XX, dim(W,)

b) BiNB; =0 para todo i # j .

c¢) Uk_ B; no genera a V.

d) W;nW; = {0} para todo i # j .

Solucion. Si el espacio V' puede ser expresado como suma directa de los
subespacios, implica que todo v € V puede ser escrito de forma tnica como
v=w +...,wg, con w; € W;. Ademas, cada elemento del subespacio W;
puede ser expresado como combinacién lineal de los elementos de la base B;
de W;. Ya que V es expresado como suma directa se tiene que W; "W, = {0}
para todo ¢ # j y por tanto B; N B; = (). Entonces, podemos concluir que la
union de las bases genera a V. Esto nos permite determinar que lo expresado
en el literal c) es falso. O

Ejercicio 4. Suponga que A, B € M,,«,, son matrices invertibles. Determine
la respuesta correcta:

a) El producto AB es invertible, con inversa A~'B~!.

b) El producto AB es invertible, con inversa B~1A™L.

c¢) El producto AB no es invertible.

d) El producto AB es invertible, solo si |A| =0 o |B| =0.

Solucion. Como las matrices A, B son invertibles, es posible calcular la in-
versa de la siguiente forma:

(AB)(B'A™ ) = A(BB YA ) = ALLA™' = AA™ =11,
Y en forma similar:

(B'AYAB)=B Y A'A)B)=B"'I,B=B"'B=1,
Tomando C' = ABy D = B~'A~!, se tiene que D = CL. O

Ejercicio 5. Para alguna matriz A € M,,«,,, A es invertible si y solo si:

a) La matriz traspuesta AT es invertible, con (AT)™' = (A=1)T.
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b) La matriz A es simétrica, con (A)~' = (A~HT.
¢) La matriz traspuesta AT es invertible, con (AT)™1 # (A~HT.
d) Ninguna de las anteriores.
Solucion. Es posible calcular la inversa de la siguiente forma:
(ATYATT = (A7 A)T = (L) = (AA™)T = (A7) (AT)

Si tomamos C' = AT y D = (A™HT. Por tanto, la respuesta esta asociado al
literal a). O

Ejercicio 6. Dada la siguiente matriz:
1 1 1

A= Tr1T T2 I3

2 2 2

El determinante de la matriz anterior es diferente de cero si:
a) x; >0, para todo i = 1,2,3.
b) xr1 =1y xy # x3.
¢) x; # xj, para todo 1,5 =1,2,3, coni # j.

d) x; = x;, para todo i,j = 1,2,3.

Solucion.
1 1 1
det(A) = |1 X2 I3
2 .92 .2
_ |T2 T3 1 I3 r1 T2
_xsz_x2x2+x2x2
2 I3 1 I3 1 T3

= (2913 — m313) — (1125 — 2373) + (1125 — 2]22)

= (553 - $2)($3 - IE1)($2 - !E1)

Por tanto, para satisfacer que det(A) # 0 se debe cumplir que x; # x5 # x3,
es decir, el literal c) es el correcto. O

Ejercicio 7. Sean A, B € M, con A invertible. Entonces |AB — M| es
wgual a:

a) |(AB)™' — Al



b) |A71B — M|

c) |BA—M|.

d) |BA™Y — M.

Solucion. Conociendo que la matriz A es invertible, se tiene:
|AB — M| = |AB — M(AA™Y)]

= |A(B - AA7Y)|
= |A| x |B — XA
=|B — MY x |A]
= |(B - ATYHY A
= |BA — M|

Por lo que podemos concluir que la respuesta correcta corresponde al literal

c). O

Ejercicio 8. Sea T € L(R3 R?) tal que T (z,y,2) = (y — 2,0+ 2z, —x + y).
Sea B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y C la base candénica. Podemos decir
que:

a) La transformacion lineal es invertible.

b) La transformacion lineal no es invertible.

1 0 0
c) [TIE=|1 2 1 | yesinvertible.
0 -1 5
1 -1 0
d)[TE=[1 2 1 | yno esinvertible.
0 -1 1

Solucion. Podemos calcular las imégenes de cada vector:

T(1,1,0)=(1—0,1+0,—1+1) = (1,1,0) = 1.(1,0,0) + 1.(0, 1,0) + 0.(0,0, 1)
T(1,0,1) = (=1,2,1) = —1.(1,0,0) + 2.(0,1,0) + (=1).(0,0,1)
7(0,1,1) = (0,1,1) = 0.(1,0,0) + 1.(0,1,0) + 1.(0,0, 1)

Estas coordenadas nos proporcionan las columnas de la matriz asociada:

1 -1 0
mE=(1 2 1
0 -1 1



Como el determinante de la matriz anterior es distinto de cero, entonces
)
podemos decir que la transformacién lineal es invertible y se tiene:

T(x,y,2)=(y—z,z+ 2z, —x+y) = (a,b,c)
y resolviendo el sistema se tiene:
1
T (a,b,c) = §(a+b—c,a+b+c, —a+b+c)

Por lo que podemos concluir que el literal a) es el correcto. O

Ejercicio 9. Para algin nimero racional t, se construye la matriz:

01
= (o)

Sea \ un valor propio de A; con vector propio asociado v. Entonces:

a) A=t

b) N2 =t
c) A=1/2
d) N2 =12

Solucion. Para algin ntimero racional ¢, se construye la matriz:
0 1
w=(10)
o [t 0\ _

Sea A un valor propio de A; con vector propio asociado v. Entonces por un
lado se tiene:

tal que su cuadrado es:

A? = Aj(Ai(v) = A (W) = A (v) = Vo
Por otro lado se cumple que:
A2(v) = tI(v) = tv

De este modo podemos concluir que \? = t.



e t = 1: Entonces A2 =1, A\ = &1 con un valor propio A = 1 y un vector
propio asociado v = (1,1) y valor propio A = —1 con valor propio
asociado v = (1, —1)

2: El valor propio sale de los niimero racionales y tenemos que
++/2, donde el valor propio A = v/2 tiene el vector propio asociado
(1,/2) y el valor propio A = —/2 tiene el vector propio asociado
(1

,—V2)

SESE YR
I

O

Ejercicio 10. Sea T € L(V') un operador lineal. Identifique la opcion ver-
dadera.

a) Los valores propios de T depende de la matriz asociada respecto a la
base.

b) Los valores propios de T no depende de la matriz asociada respecto a
cualquier base.

c¢) Los valores propios de T son siempre distintos dependiendo de la base.

d) Ninguna de las anteriores.

Solucion. Sean S y T dos bases del espacio vectorial V' y las matrices aso-
ciadas A = [T|s v B = [T|r a las bases, respectivamente. Sea P la matriz
de cambio de base de T a S, tal que se cumple que B = PAP~!, es decir A
y B son matrices similares. De este modo podemos concluir que el literal b)
es el correcto. O

Ejercicio 11. Sea A € M,,»,, una matriz cuadrada y Ta la transformacion
lineal asociada. Ty es invertible si y solo si:

a) el nicleo de la aplicacion lineal es de dimension igual a n.
b) la ecuacion Az = 0 tiene una unica solucion x # 0.

¢) la ecuacion Az = 0 tiene multiples soluciones, con x # 0.
d) la ecuacion Ax = 0 tiene solo la solucion trivial x = 0.

Solucion. Supongamos que 7T es invertible, entonces podemos decir que la
aplicaciéon lineal T es un isomorfismo. FEsto implica que el nicleo de la
aplicacién lineal es igual a {0} (dim=0) que puede ser expresado por Ta(z) =
0 = Ax determinando que existe una tnica solucion x = 0. En sentido



contrario, supongamos que el sistema Axr = 0 dispone unicamente de la
solucién trivial, entonces se tiene que para cualquier x # 0 el sistema Az #
0. Ya que la dimensién del nicleo es 0 y Az = Im(T4) es de dimensién
n, entonces la aplicacion es un isomorfismo y A es invertible. Por tanto,
podemos afirmar que la opcién correcta es el literal d) O



GUIA DE ESTUDIO DEL EXAMEN DE MEDIA CARRERA
CALCULO EN UNA VARIABLE

Ejercicio 12. El limite:

es iqual a:
a) 0.

b)
c) 2.

N[ =

d) 1

Solucion. Aplicando el teorema de L’Hopital, se tiene:

= lim ————
mlir(l) sin(x)

— lm e
250 cos(z)
=2

Por lo que podemos concluir que la respuesta correcta es el literal c).

Ejercicio 13. El limite:
1
lim(1 + %) & 1—=
x—0

es iqual a:
a) 1.
b) e
c) 3.

d) e'/?.



Solucién. Sea y = (1 + 2?) e’”fllfz, entonces:

In(y) = ln((l + xQ)m>
1 2

Y aplicando el teorema de L’Hopital, se tiene:

z—0 z—0

lim in(y) = lim ln((l + x2)ﬁ>

In(1 2
_ lim (M)
=0 \e? — 1 —zx
2
— _14a2?
z—0eT — 1
I 2
= lim
2—=0 (e* — 1)(1 + 22)
2
= lim
2—=0 e (1 + 22) 4+ 2z(e® — 1)
=2

Despejando y de la expresiéon anterior, se tiene que lim, oy = e?. Con-
cluyendo de este modo que la respuesta correcta es b). O

Ejercicio 14. Dadas las funciones f(x) = \/x + sin®(nz), g(x) = V1 + x*
y h(x) = Of(x) g(z)dx . El valor de h'(1) es:

a) 2v/3.

b) 22

c) g

d) 1
Solucién. Definimos h(x) = fof(x)g(a:)dx = Gl = G(f(x) — G(0).
Obteniendo la derivada de la funcién anterior, se tiene:

h(z) = G(f(z))
= g(f(2))f(x)

— \/1 + (\/:1: + sinZ(ﬂx)>4<\/x + sin2(7r:c))/

_ l\/l n (:c N sin2(7r:c))2 y (1 + 27 sin(mx) cos(mz))

2 x + sin® ()




Evaluando la funcién anterior en 1, se tiene h'(1) = g, concluyendo que la
respuesta correcta es c). U

Ejercicio 15. Para la secuencia vy, = % ,cona > 0. Elvalor delim,,_, o yYn
es:

a) V3.
b) 2.
c) 1
d) 0.

Solucion. Sea N un entero positivo tal que N > 2a. Claramente, para un
entero n > N se tiene £ < % Ast:

a® alNalan a™

n—N
B B a a a<a" 1
n!  NW(N+1)...n NIN+IN+2 "n  NI\2

0<
Por lo que se obtiene:

n—N
0 < a™ - a1
=, < —<z,=—| =
n! NI\ 2

Obteniendo el limite, se tiene:

lim z, = lim z, =0

n—oo n—oo
Concluyendo que:
n
lim — =0
n—oo N
Por tanto, la respuesta correcta corresponde a la opcion d). O

Ejercicio 16. Sea {F,} la serie de Fibonacci. El valor de

n—oo F,

es:

b) 3(1+/5).
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c¢) (3+5).
d) (5 +V5).

Solucion. Considerando la serie de Fibonacci F,.1 = F,, + F,_1, el limite
puede ser expresado:

RT FnJrl IR T Fn_'_anl IR T anl o 1
a—Ja%( Fn>—,}£&<T>—,}£&<” Fn>—1+a

Asi, en funcién de la variable a se tiene:

a>=1+a

Lo que genera como soluciéon a = %(1 ++/5). Por tanto, la solucién es la
opcién b). O

Ejercicio 17. La n-ésima derivada de la funcion f(x) = a® es:
a) z%n(a).
b) a®ln"(a).
c) In™(a).
d) a* +In"(a).

Solucion. Podemos obtener las derivadas:

/

f (z) =a"In(a)
(z) = a®In*(a)

(z) = a“In’(a)

f
S
Obteniendo por induccién f™ = a®In™(a). Asi, la respuesta es la opcién

b). O

Ejercicio 18. Sea f(x) = cos(z) y x = V/t. La sequnda derivada de f(z) es
wgual a:

a) cos(x)mrdt® — %dﬁ

sin(x cos?(x
b) Snl) gt — o5 ) gy

¢) sin(z) s dt* — cos(x) 4 dt’
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d) Ninguna de las anteriores

Solucion. La primera derivada de f(x) puede ser expresada:

/ ) 1
f(z)= —sm(x).Q—\/%

Derivando la funcion anterior se obtiene:

dt = —sin(x).dx

f@(x) = — cos(x).da® — sin(z).d*z

= — cos(z)dz® — sin(x).zP dt?

1\, 1\ .
= —cos(x) (2—\/E> dt* — sin(z) < - 4t3/2>dt

: L oe 1 2
= 5111(:10)4753/2 dt* — pr cos(z)dt
Se concluye identificando que la opcién c) es la correcta. O

Ejercicio 19. La funcion:

fa) = {:L’2,sz':1: <z

ax + b, st x> xg
serd diferenciable en el punto xq:
a) sia=2ryyb= —x para que f(x) sea continua en x.
b) sia=0b=2x.
c) sia=2xyyb=—x3y f(xy) finita.
d) sia=uxzyyb=—2x2.

Solucion. Para que la funcién f sea diferenciable en el punto z( es necesario
y suficiente que exista una derivada finita f’(xp). Iniciamos verificando las
condiciones para la continuidad de la funcién. Esto implica que debe existir
limite en en el punto g, lo que determina que a = 2z9 y b = —z2. Ahora
por definicion de derivada se tiene:

f(xo + Ax) — f(x0)

/ — 1
oo = 005
b 2z0(xo + Az) — 2% — 23
Ax—0 Ax

Generando una derivada finita. Asi, la soluciéon al presente problema es el
literal c). O
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Ejercicio 20. Se conoce que un rectangulo dispone de un perimetro igual a
a metros, con a > 0. Las dimensiones de dicho rectangulo tal que su drea
sea mazimizada son:

a) ancho igual a

S

y largo igual a

w|e

b) ancho igual a < y largo igual a

s

1
c¢) ancho igual a %O‘ y largo igual a §.
d) ancho igual a § y largo igual a §.

Solucion. Sea = y y el largo y ancho del rectangulo, respectivamente. Se
conoce que el perimetro esta dado por 2z + 2y = a y se desea maximizar el
drea A = x*y del mismo. Despejando y = § —x de la ecuacién del perfmetro
y reemplazando en la ecuacion del area se tiene:

A:x(%—x):%x—xz, z € [0,q]

Derivando la funcion anterior:

dA  «
—=——-2x=0

de 2
Se obtiene que x = ¢ y por tanto y = ¢, determinando de este modo que la

solucién es seleccionar la opcién b). O

Ejercicio 21. Considere la funcion continua en [0,1] definida por:

f2) = {:cm, sixz € (0,1]

1, siz=0
Determine la relacion correcta:
a) e7Ve < fol rtdr < 1.
b) 1/3 < fol x*dr < e.
c) fol x®dr > 1.

d) 0< fol rrdr < el/2.

13



Solucion. Iniciamos calculando la primera derivada de la funcion e igualando
a cero. Asi, sea f(x) = u(z)"™ se tiene:

f(@) = [u(@)@) = u(2)" (v/(fc)ln(u(fc)) +o(z)

Obteniendo f'(z) = z®(In(x) + 1) = 0 y el punto critico g = e~'. Asi,
evaluando f(e™) = e~'/¢ es el minimo global de f en [0, 1] y se sigue que:

1
e e < / zodr <1
0

Por tanto, la respuesta correcta al presente ejercicio es el literal a). O
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